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ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
S| SISTEME DE ECUATII LINIARE

NOTIUNEA DE PERMUTARE
INMULTIREA PERMUTARILOR

Am vazut in clasa a X-a ci o permuziere a unei multimi nevide 4 este o functie bijectivd definita pe A
cu valori In A, iar dacd multimea 4 are » elemente, atunci numarul permutarile sale este » !.

Vom folosi notiunea de permutare pentru definirea, In capitolul ,,Determinanti”, a unei caracteristici
numerice, numitd determinantul unei matrice. Pentru acest scop este suficient sd consideram permutarlle

multimii {1, 2, ..., n}, n» € N*. Notam multimea acestor permutéri cu S, $1 0 numim #:; iriior

De obicei, o permutare ¢ € §, se noteaza printr-un tablou de tipul:

(1 2 3 n
e (0(1) 5(2) o(3) . o(n)j'
Prin aceasta scriere, con:purerea permutarilor (pe care o notdm multiplicativ) se face foarte usor.
Astfel, daca o,t €8, 1ar ©(i) = j, o(j) = k, atunci (cet)(i) = (c1)(i) = o(1(i)) = o(j) = k. deci

compunerea se face dupd urmatoarea ,,schema’

1 2 n
ot =
o(l) o(2) t(n)
- ( 1 2
1 2 3 4 12 3 4
De exemplu, dacic,t €S, 0 S11= , atunct
4 1 3 2 1 3 4 2
1 2 3 4y(1 2 3 4 12 3 4y
ot = = si
4 1 3 2;,\1 3 4 2 4 3 2 1
1 2 3 4(1 2 3 4 1 2 3 4
6 = = .
1 3 4 2){4 1 3 2 2 1 4 3

Datoritd notatiei multiplicative, aceastd operatic se numeste fmmiulfirea permutarilor. Deoarece
injectivitatea §i surjectivitatea sunt péstrate prin compunere, rezultd cd prin inmultirea a doud elemente din

S, obtinem un element din S, .

PROPRIETATILE INMULTIRII
PERMUTARILOR

Am vazut in clasele a IX-a si a X-a ci, pe multimea functiilor definite pe o multime nevidd A cu
valori in 4, compunerea functiilor este asociativa, functia 1, : 4 - 4 cu 1,(x) =x, x € A este element
neutru si orice functie bijectiva este inversabila.



In consecinta, inmultirea permutarilor are, pe S, proprietatile:

n?

a) este asociativa, deci (6T)¢ = o(1¢), Vo,1,0 €5, .

1 2 3 n
b) are element neutru, anume permutarea identici e = [1 - J ,
. R

decice=ec =0, VoeS§,.

¢) orice permutare este inversabild, deci pentru ¢ €S, existi o 'e S, astfel incdt o - ¢ =

1 ~1 . ol
+ 0 = e;permutarea ¢ se numeste /yversg permutdrii o,

= 67
Observatii. 1) Pentru 6 € §,, permutarea o' se obtine schimband locul celor doud linii din tabloul care
defineste permutarea c.

5 1 2 3 4 o, (4312 (1234
De exemplu, daca ¢ = ,atunci o~ = = )
4 31 2 1234)3421
2) Inmultirea permutarilor pe S,, n >3 nu este comutativa, deci, in general, 6t # 16 pentru
cTEeS,.
In situatia particulard in care, pentru permutérile 6,1 € §,, avem ot = 1o, vom spune ci cele doui

permutiri comuta.
3) Proprietatile inmultirii permutarilor ne permit si definim, pentru o permutare c S, puterile

intregi ale lui &, astfel:
G-G-..-G, pentru keN*
&0 el

koori

k

c z\ e , pentru k=0

(o) , pentru ke Z\N

. C .. 1 @ - , NP :
Din aceastd definitie rezulti ca ¢* -6 =6 i (¢*) =6", V kp e 7.

Daca c,1,p € S, avem echivalentele:

AOCT=00ST=0
bytioc=pc1=¢
Intr-adevar, 61 = 6p < ¢ '(o1)= 6 '(cp) = (o 'o)t=(c" Clpe-t1=c- Q< T=0sianelog
pentru echivalenta de la punctul b).
Echivalentele a) si b) stabilesc reguli de simplificare la stinga si la dreapta pentru inmultirea
permutarilor,

INVERSIUNI, SEMNUL UNEI PERMUTARI

Pentru o permutare o € S,, n > 2, o pereche ordonatd (i, j) cu ij {1, 2, .... n} in care i </ si

o(i) > t(j) se numeste e alui .

2 3 4
4 3 2

pentruca 6(2)=4>3=06(3), o(2)=4>2=0(4)sic (3)=3>2=c(4).
Permutarile care au un numar par de inversiuni se numesc
impar de inversiuni se numesc «

1
De exemplu, inversiunile permutérii ¢ —[] je S, sunt perechile (2, 3), (2, 4) si (3, 4),

pare, 1ar cele care au un numér

—— - . o(i)—o(j . - .
Pentru o € S, considerdm numdrul rational g(c) = H M care, datoritd proprietatilor date
I<i< j<n =]

de propozitia ce urmeaza, se numeste s/ permutarii o.




Propozitie

Demonstraie. Deoarece  este bijectivi avem [ [(o()-o())= [] *-p=]]¢k-p=]]G-7.

i#j o (kyze (p) k%p i#f
Aunci (e(0)) = [] o) —a(j) . M G(Q-é(]) - 11 o(i)-o(J) . I G(/)-fi(l) F
I<i<j<n i—J I<i< j<n 1= 1<i<jn i—J <i< j<n J—1
[1(s)-ot)
s H o(i)— G(J) H o(i)— G(]) HG(I) G(]) e _ =1, deci IS(G)’: 1
i< i _J 1< j<i<n i— %/ / H(l -
i#j
. . . . . " _ . B . o(i)—o())
Deoarece o pereche (i, j) cu i </ este inversiune a lui ¢ daca si numai daca fractia. ————— este
=]
negativi, rezultd din definitia lui (o), ca semoul lui este dat de numarul inversiunilor lui . In concluzie,

daca o este pard atunci €(o) = 1, iar dacad o este impara e(c) = — 1.
Comportarea lui ¢ fata de produsul permutarilor este evidentiatd de urmatoarea propozitie.
Propozitie

Demonstratie. 1°. Din definitia lui € rezulta ca;
T (GT)(Z) (cD()) _ H o(t(i))-o(())) ol)-o(j) _
I<i<j<n _] I<i<j<n i— .] - /

T o(k) c(p) M:g(@.e(r).
<k<psn J

g(or) =

1<i<j<n i—

2°. Deoarece permutarea e nu are inversiuni, rezultd ca e(e) = 1 si in consecintd &(c) - &(6') =
=slco ) =¢(e)=1,decie(c)=¢(c ).

Vom pune acum in evidentd un tip particular de permutare. necesar in studiul proprietétilor
determinantilor din capitolul 3.

O permutare ¢ € S, n>2 se numeste rranspozitie dacd existd 1,/ €{1, 2, ..., n} cu i #; astfel incat

sii) = j, o) = i si o(k) = k pentru orice k ¢ {i, j}. Vom nota transpozitia ¢ cu (i j), deci
. 1 2 .. i .. j .. n
(i)H)= ’ S .
1 2 .. j .. i .. n
B 0 S (23)12345_(51)12345
e exemplu, in §; avem = i = :
P i 13245)° 523 41

Proprietatile transpozitiilor sunt puse in evidentd de urmitoarea propozitie.
Propozitie

. o P2 ... i ... n .
Demonstratie. 1°) Daca 6 = (ij) = ] e §,, atunci
I 2 ... j .. i .. n
(2 ) i on Gi= (i)
G = =(Gi=(3Gj=o.
12 i oo /
2°) Dacd i < j atunci inversiunile lui o = (i j) sunt perechile: (7, i +1), (7, i +2), ..., (i, j), (i + 1, ).
(i+2,7), ..., = 1,/), deci & are 2(j —i) — | inversiuni. In concluzie & este impara, deci &(c) = — 1.



Exercitii propuse

S4 se calculeze produsul o7 in fiecare din cazurile:

3). (1 2 3
2) 31 2)
4-
2’

3
3
d)c—[l 4 SJ; r=(1 2 3 4 5)
4 3 2 15 1 3 2 5 4
Sa se precizeze inversiunile si semnul permutérilor:

1203 1234y (12345 (12
a)[l 3 zj’b)(z 1 34}’0)(51342)@(21

Sa se determine semnul permutarilor:

a){]1 2 3 % nj,undeneN,nZZ;

o
N
Q
|
TN

Lo —
o BN Lo W
oW
~_ S
Il
TN
—_—
W N
N WO
N~ S

FEN V]

23 n
b) 1 2 3 45 6 7 8)
8 7 6 5 4 3 2 1)
1 2 3 e N
>
c) (n w1l n-2 _ J,undeneN,n_Z

Sa se scrie inversele permutéarilor:

12 12 3 123 4 123 4
a)(l 2} b)(z 1 3} C)(4 I 23}‘”[342 J;

1 2 3 4 1 2 3 ..on
; >
e) [3 4 1 2)’ f)(n wol n-2 _ lj,undeneN,n_Z

Sé se rezolve ecuatia ox = 1 in urmitoarele cazuri:

po-(l 23, (123
°713 1 2) 32 1)

Solutie: Scriem c'—(? ; gj—(; g i};atuncix—c‘lr—(l

(123 (123
bm‘[321j’“(312)'

ool 234 (1234
Y74 31 2) T a2 1)
Goo[l 2345, (12345
1 325 4) 4513 2)

Sa se rezolve ecuatia oxt = 0 in urmatoarele cazuri

o[l 23, Lot 2 3) g (123
a 31 2) 32 1) 21 3

. . A (30 23 (1 2 3y . L4 (32 1Y) (1
Solutie. Scriem © [1 5 3j (2 3 J SL 1T (1 5 3} (3

W
N
L



10.

11.

16.

goo(l 23 4). (] 34), o (1234
342 1) " 12 3 4) 1 4 2 3/

Sa se arate ci permutarea G este pard, oricare ar fi permutarea ¢ € S,, » > 2 natural.

S4 se arate ca nu exista permutiri ¢ € S, astfel incit ° = ( ; ? § j} :

Sa se rezolve ecuatia o> = L & 8 45 .
’ 1 4 2 3 5

. . " % 1 2 3y . -
Sa se determine toate permutdrile xe S, care comutd cu ¢ = » 3 1) toate permutdrile ye S, care

_ (1 23 4)
comuta cu o =

2 3 1 4)

Sa se rezolve ecuatiile:

L1 2 3} . (123 4
a)’“(z 3 1}’ b)x‘(z 31 4]'

. Sa se precizeze numdrul de transpozitii din S, n > 2.
. Sasearate cd: (12)(34)=(34)(12)in S,, n24.
. Sase verifice cain S, avem egalitatile:

Q) ()= HAHA D by DA N D= HA D)) e) (@)= D3EJ)L ), oricare ar fi ij € {2, 3,

.onfcu m=3 sti#E]

. Fie n 2 2 un numar natural. O submultime nevidd /4 a lui §, se numeste inchisa daca ot € H pentru

orice permutdri o,T € H.

Considerdm /{ o submultime inchisa a lui S, si 6 o permutare din .
a) Sa se arate ¢i {Gp|p e N*\ — H.
b) Sa se demonstreze ca existd numerele intregi & < ¢ astfel incat ¢ =o'

¢) Sé se arate c¢d pentru orice permutare ¢ € S, existd p € N* cu ¢’ =e.

d) Sasearatecie € H.

) Sa se arate ¢4 dacd 6 € H, atunci 6 ' € H.

e
e 2010 » = ‘.
Sa se calculeze o in urmaitoarele cazuri:

vo=(L 2 woz(l 2 3 go=[! 2 3 4.
VOl 1) Yo7 2 3 1) Y9 2 1 4 3)
d):1234_):12345678
" l2 34 1) %Y la 1 23856 7)

. Fieo eS8, Sasearateca f :{1, 2, ..., 2006} — {1, 2, ..., 2006}, f(i) = 2007 — o(i) este o permutare

din S,y - avand semnul opus lui .



TESTE DE EVALUARE

Testul 1

Rezolvati:

. (123 45 6 7 8 9 10
1 Flecesl""’_(s 51248107 6 9)'
a) Sa se determine paritatea lui c.

b) Sa se descompuna ¢ in produs de transpozitii.

3 : o < k
c) Sa se determine cel mai mic numar natural nenul & pentru care ¢* = e.

, (1 234y . (1234
2. F1ec,r€S4,0—(4 1 3 2) $”(1 2 4 3)'

a) Si se calculeze o° si 1°.

2004 . _ 2006

b) Sa se rezolve ecuatia & x=1", x €S,

2004 2 2007

c) Sd se arate cd ecuatia & x"=1""" nu are solutii in S,.

3. Se dau numerele reale a <a,<..<a,. S& se determine permutarea ¢ € Sj, pentru care

10 10
Za,.ac(,) > Za,.am) , oricare ar fi T € So.
i=1 i=1

Testul 2

Indicati rispunsul corect.

ay . 1
1. Cite inversiuni are permutarea ¢ = (

23 .. 8 9 10 .. 16
1 35

15 2 4 ... 16)
a) 28; b) 29; c) 30; d) 32.

= o a .4 (1 2 3 45 5
2. Cite solutii are in Ss ecuatia x* = ( 4 2 3 1 5) /
a) 0; b) 1; c)4; d) 8.
A o _ 1 2 3 4 5
3. Cate permutiri din S5 comuti cu permutarea ¢ = 31 905 4 ?

a) 8; b) 6; c)4; d) 2.



NOTIUNEA DE MATRICE
MULTIMI DE MATRICE

in diverse activitati legate de reprezentare, analiza §i optimizarea desfasurdrii anumitor procese de
naturd tchnicd sau economici, in studiul probabilistic sau statistic al unor fenomene, in general in activititi
care presupun analiza unui numar insemnat de informatii, apare necesitatea concentrérii datelor in tablouri
numite matrice.

fn rezolvarea sistemelor liniare, matricele (tablourile coeficientilor ecuatiilor) vor constitui
principalul instrument de lucru. Prin introducerea operatiilor cu matrice, acestea vor putea fi privite ca
»aumere generalizate” cu ajutorul cirora vom contoriza solutiile acestor sisteme.

Sa consideram urmatorul caz practic:

Situatia vanzarilor de carte la o anumiti editurs, in patru orase, intr-o perioadi de timp determinati,
este prezentatd in tabelul de mai jos, in care sunt specificate orasul, tipul de carte si numarul exemplarelor
vandute din fiecare tip.

ipul de carte| Beletristica | Socio-politica |  Stiintd Tehnicda | Didactica
Orasul
Orasul 4 120 15 42 10 400
Orasul B 90 21 10 5 212
Orasul C 87 10 25 11 308
Orasul D 410 12 14 17 197

Din acest tabel se pot extrage cu usurintd informatii legate de vanzarea unui anumit tip de carte (prin
citirea tabelului pe coloane) sau de situatia generald a vanzarilor dintr-un anumit orag (prin citirea tabelului
pe linii). '

In cazul in care ordonarea oragelor precum si ordonarea tipurilor de carte sunt fixate, situatia
vanzarilor poate fi prezentatd sub forma urmatorului tabel matriceal:

120 15 42 10 400
90 21 10 5 212
&7 10 25 11 308
410 12 14 17 197

Pozitia fiecarui numar din tabel este fixatd de numarul liniei si al coloanei pe care se afli. De exemplu,
numarul 11 este situat pe linia 3 $i coloana 4, deci reprezintd numarul de carti tehnice vandute in orasul C.
Definitie

Fie € multimea numerelor complexe si m,n € N*. Se numeste matrice cu m linii si n coloane, sau

matrice de tip (m, n) o functie
f:41,2,...,mp < {1,2,...,n} > C.
Daca a, € C reprezinta imaginea perechii (i, j)) cui e {1,2,...,m},je{l, 2, ..., n}, atunci cele m -n

imagini ale lui { se aranjeaza Intr-un tablou de forma:

[ 4y dp ay,
a a a
21 22 2
A gl (1)
amn amZ amn



Inlocuind, in definitie, multimea C cu una din multimile Z, Q sau R obtinem notiunea de matrice de

tipul (m, n) peste Z, Q si respectiv peste R.
Liniile matricei 4 sunt multimile ordonate scrise ,,pe orizontal”:
Ly=(ay,ay,..,a,)
Ly=(ay, ay,...a,,)

L’” - ( aml > amZ L amn )’
1ar coloanele matricei 4 sunt multimile ordonate ,,scrise pe verticala™:

a, a, (a,
a=1"0 o=, o=
a,, a,, Wi
(L
Daca Ly, L,, ..., L, sunt liniile [ui 4 si Cy, C,, ..., C, coloanele lui 4 atunci scriem: 4 =| ~ | sau

A=(G, G, ., G

O matrice de tip (1, n) se numeste
O matrice de tip (m, 1) se numeste
O matrice de tip (n, n) se numeste sau, mai scurt,

m

Notédm: .7, ,(C) = mul{imea matricelor de tipul (m, n) peste C.

A, (C)=multimea matricelor de ordin n peste C.
In mod analog definim multimile: %, (Z), #,,(Q), A4, ,(R), A(L), A (Q) si A (R).

O notatic concentrati pentru matricea A .4, ,,(C) este 4 = (a; ), sau, mai scurt, 4 = (a;). In

1<j<n
acest ultim caz, tipul matricei rezulta din precizarea 4€ .4, ,(C).

Matricele 4 = (a; )iciz, $1 B = (b;)iic, sunt egale daca sunt de acelasi tip (deci m = p, n = g) si
1<j<g

1<j<n

al.j:bl.j, Vie{l,2,...om}, je{l,2,... n}.
Daca 4 = (a,)e .4, (C) atunci multimea ordonatd (a, , a,, ..., a,) se numeste
a lui 4, iar multimea ordonata (a,,, a,, , ..., a, ) se numeste a lui 4.

Suma elementelor de pe diagonala principald a lui 4 se numeste si se noteazd tr A. Deci
trd=a,ta,t..+a,.

Dacd 4€ .4, ,(C) atunci matricea obtinutd din A prin schimbarea , liniilor in coloane” si invers, se

numeste si se noteaza A'. Se observicd 4’ e .4, (C).
1 0 1 b2

EXEMPLU: 4 (2 0 3 j € ,(C). Atunci 4'=| 0 0 |e.4,(C).
’ -1 3
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1. Adunarea matricelor

Consideram urmatoarea situatie practica:
O firma de constructii detine doua intreprinderi 4 si B, a caror structura de personal este prezentata

OPERATII CU MATRICE

in cele doua tabele de mai jos, pe functii si categorii de varsta:

A {nginer ingmner (.]'.e economist muncitor
constructor instalatii
18 — 25 ani 0 0 2 41
25 — 40 ani 12 4 11 79
40 — 65 ani 10 7 5 102
inginer inginer de . .
B consgtruc tor : r%s talatii economist muncitor
18 — 25 ani 0 1 1 14
25 — 40 ani 8 5 10 83
40 — 65 ani 4 1 4 81
Structura angajatilor firmei este dati de tabelul:
A+B mnemer l?gmer (.i.e economist muncitor
constructor instalatii
18 — 25 ani 0 1 3 55
25 — 40 ani 20 9 21 _ 162
40 — 65 ani 14 8 9 \ 183

obtinut prin adunarea numerelor din cele doud tabele situate pe aceeasi linie si aceeasi coloand. Pe scurt,

putem scrie:

0 0 2 41 01 1 14 1 3 55
12 4 11 79 |+/8 5 10 83|=20 9 21 162,.
10 7 5 102 4 1 4 81 14 8 9 183

Definitie

Fie 4,Be . 4, (C), A= (a;) si B = (b;). Matricea Ce. 7, (C), C = (a,tb;) se numeste suma
matricelor A §i B si se noteaza A + B.
Operatia prin care fiecdrei perechi (4, B)e . #, (C)x.#, ,(C) 1 se asociazd matricea 4 + B se

numeste adunarea matricelor.
2 1) (205 4 (3 7 3
0 3) 3 -12){7 -135)
Observatii:
1. Adunarea a doud matrice se poate efectua numai daci sunt de acelasi tip (m, 7). Suma lor este tot o

matrice de tipul (m, n) si, de aceea, spunem cd adunarca matricelor este operatie algebricd sau lege de
compozitie pe multimea .7, ,(C).

1
EXEMPLU: [4

2. Daci matricele 4,B€ 4, ,(Z) atunci A+Be .4, (Z). Proprictatea se pastreazd daca inlocuim

multimea 7 cu una din multimile  sau R.
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Matricea de tip (m, n) ale carei elemente sunt toate egale cu zero se numeste

( ) si se noteazd O, , .

In cazul in care m = n, aceastd matrice se noteazi O, .

Pentru o matrice 4 = (a; )€ A4, ,(C) , matricea ,,— 4”7 = (- a;)e A, (C) senumeste matricei 4.
Proprietatile adunérii matricelor pe .#, ,(C) sunt imediate si sunt evidentiate in urmitoarea
propozitie:
Propozitie

Demonstratia poate constitui o tema facila §i in acelasi timp utild. Cele patru proprietiti rimin
adevdrate In cazul Inlocuirii multimii C cu una din multimile Z, @ sau R.
Proprietatile anterioare conferd fiecareia din multimile .7, ,(C), 4, (R), .4, (Q) si 4, (Z),

inzestrate cu adunarea, o ,,structurd algebrica” numita grup abelian.
Regulile de calcul relative la adunarea matricelor sunt, datoritd acestei structuri de grup abelian,
identice cu cele de la adunarea numerelor.

De exemplu, asociativitatea adunarii ne permite ca pentru A€ .4, ,(C) si peZ, s folosim notatiile:

A+ A+..+ A, dacd peN*
"

pA =] f@"m , daca p=0
—~(=p4), dacd peZ\N
Urmatoarele egalitati sunt adevirate:
@ + @) =pAd +qd si p(g4)=(pq)d, V Ae .4, (C), pgel.
Dacd pentru 4,B€ 4, ,(C) notim, ca la numere, matricea 4 + (— B) cu 4 — B, atunci, intr-o egalitate

matriceald putem trece o matrice dintr-un membru in altul, cu ,,semn schimbat”. Adica 4 + B = C &
A+B)+(-B)=C+(-B)=oA4+B+(-B)=C-B=4+0,,,=C-B<=A=C-B.

2. Inmultirea matricelor cu scalari

Considerdam urmatoarea situatie practica:
Un depozit de alimente aprovizioneaza magazinele X si 7, intr-o sdptamana, cu diverse cantitati din
alimentele a, b si ¢ exprimate in kilograme, dupa tabelul de mai jos:

a b c
X 1200 600 300
Y 1500 840 420

In urma scumpirii acestor alimente consumul pe fiecare din cele trei alimente a scazut cu o treime.
Noul tabel cu necesarul de aprovizionare al celor doui magazine este:
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